CAPITOLUL S

CAPACITATEA CANALELOR DE
COMUNICATIE

In Capitolul 3, am vizut ci putem utiliza codarea sursi pentru a
reduce redundanta inerentd a unei surse de informatie de entropie H(S) sia
imbunatiti astfel eficienta. In Capitolul 4, luand in considerare cele mai
simple tipuri de modulatie digitald, am constatat cd simbolurile transmise
printr-un canal de comunicatie sunt afectate de zgomot (si de alte
perturbatii), cu efectul ca receptorul face din cand in cand erori. Daca
frecventa erorilor este prea ridicatd, canalul este inutilizabil. Dar chiar si in
cazul 1n care erorile produse in canal sunt rare, acest lucru nu ne satisface si
dorim sa reducem pe cat posibil frecventa lor de aparitie la destinatarul
informatiei transmise. Shannon a demonstrat cd putem face probabilitatea de
eroare arbitrar de micd utilizdnd redundanta controlata, ceea ce se numeste
codare canal.

Codarea canal este, intr-un fel, operatia duald codarii sursd, cu
deosebirea importantd cd redundanta eliminatd prin codarea sursd este
naturald si nefolositoare, iIn vreme ce redundanta introdusd prin codarea
canal este intentionatd si foarte efectivd in Imbundtdtirea fiabilitdtii
transmisiei.

In figura 5.1, se arata schema-bloc a unui sistem de transmisiune de
date din care, pentru simplitate, am omis codarea sursa.

——> CODOR |—>| CANALDISCRET |—>| DECODOR |[—>
CANAL FARA MEMORIE CANAL Date de

iesire

Date de
intrare

Fig. 5.1. Schema bloc a unui sistem de comunicatie digital.
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5.1. MODELE DE CANAL

In urma codarii sursd, rezulta un sir de simboluri binare {x;}, cate
un bit la fiecare 7}, secunde. In procesul de codare canal, impartim acest sir

de biti in blocuri de cate £ biti, pe care le numim mesaje, adaugand fiecarui
mesaj n—k biti redundanti, astfel Incat rezulta blocuri de céte n simboluri

binare canal, blocuri pe care le numim cuvinte de cod. Exista 2k mesaje si

tot atitea cuvinte de cod, ceea ce Inseamna ca 2" — 2% blocuri de cate n
simboluri binare canal nu fac parte din codul canal; dacd unul din aceste
blocuri ajunge la destinatie din cauza zgomotului, receptorul va interpreta
aceasta ca pe un simptom de eroare pe care o detecteaza. Prin proiectare,
vrem sd inzestrdm receptorul nu numai cu posibilitatea de a detecta o eroare,
dar si cu aceea de a o corecta. Volumul de redundanta introdusd in acest
mod prin codarea datelor se masoara prin raportul n/k. Inversul acestui
raport, k/n, se numeste rata codului. Notdim un cod avand lungimea
mesajului de £ biti si lungimea cuvantului de cod de » biti cu (n, k).

Sirul binar de la iesirea codorului canal se aplicd la intrarea
modulatorului, care serveste drept interfatd cu canalul de comunicatie. Intr-o
modulatie binard, modulatorul pune in corespondenta fiecare bit cu una din
doua forme de unda posibile: 0 este transmis ca x,(¢), iar 1, ca x;(¢). Intr-o

modulatie M-ard, care utilizeazd mai eficient largimea de banda a canalului,
se transmit nu biti, ci multibiti, multibitul fiind un bloc de m biti; fiecaruia

din multibiti {i corespunde una din M = 2" forme de unda posibile.

La extremitatea de receptie a sistemului de comunicatie digital,
demodulatorul prelucreaza forma de unda corupta de canal si reduce fiecare
formd de unda la un scalar sau la un vector ce reprezintd o estimatie a
simbolului de date emis (fie el binar sau M-ar). Detectorul, care urmeaza
dupa demodulator, poate decide daca bitul transmis este un 0 sau un 1.
Spunem ca detectorul a luat o decizie ferma (in engleza: hard decision).
Daca se considera procesul de decizie la nivelul detectorului drept o forma
de cuantizare, observdm ca decizia ferma corespunde cunatizarii binare a
semnalului de la iesirea demodulatorului. Mai general, putem considera un
detector care cuantizeazd pe Q > 2 nivele. Daca se utilizeazd M semnale,
avem 1n acest caz 0> M. Daca Q> M, spunem ca detectorul a luat o
decizie supla (in engleza: soft decision). lesirea cuantizata de la detector se
aplicd apoi la intrarea decodorului canal, care exploateazd redundanta
disponibila pentru a corecta perturbatiile produse in canal.
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In continuare, descriem cateva modele de canal care se vor dovedi
utile la proiectarea codurilor.

Canale pentru forme de unda

Daca nu consideram decat canalul fizic, excluzdnd modulatorul si
demodulatorul, avem un model de canal in care atat intrarile cat si iesirile
sunt forme de unda. Presupunem ca un astfel de canal are largimea de banda
B cu raspunsul in frecventd ideal C(f)=1 in interiorul benzii B si ca

semnalul de la iesirea sa este perturbat de zgomot aditiv alb Gaussian.
Semnalul de intrare x(¢#) este de banda limitata, adica, X (f), transformata
Fourier a lui x(¢), este diferitd de zero numai in interiorul unei benzi
limitate de frecvente. Semnalul corespunzator de iesire este y(¢), iar cu
n(t) notam functia esantion a unui proces de zgomot aditiv. Atunci,
y(t) = x(2) + n(r) (5.1)
Un canal la care atat intrarea cat si iesirea sunt forme de unda se
numeste canal pentru forme de undd. Cel mai simplu model matematic

pentru un canal de comunicatie este canalul pentru forme de unda afectat de
zgomot aditiv, ilustrat in figura 5.2.

CANAL
x(t) y(O)=x(t) +n(t)
>( 4+ >

n(t)

Fig. 5.2. Canalul afectat de zgomot aditiv.

In acest model, semnalul de emisie x(¢) este corupt de un proces de
zgomot aditiv n(¢). Putem incorpora in model atenuarea pe care o suferd

semnalul, notatd cu a, astfel incat semnalul receptionat sd se poatd exprima
astfel:

y(#) = ox(?) + n(z) (5:2)
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Canal binar simetric

Sa consideram modulatorul si demodulatorul drept componente ale
canalului. Daca modulatorul genereazd forme de unda binare iar detectorul
produce decizii ferme (hard), canalul compus, aratat in figura 5.3, are drept
intrare si drept iesire doud siruri binare in timp discret. Un astfel de canal
compus este caracterizat de multimea X = {0, 1} a intrarilor posibile, de

multimea Y ={0, 1} a iesirilor posibile si de o multime de probabilitati
conditionate care leagd intre ele iesirile posibile de intrarile posibile. Daca
zgomotul din canal si celelalte perturbatii cauzeaza in sirul binar transmis
erori independente statistic cu probabilitate medie p, atunci
PY=0|X=0)=PY=11X=0)=p

(5.3)
PY=1X=1)=P¥=0|X=0)=1-p

Am redus astfel cascada constituitd din modulatorul binar, canalul pentru
forme de unda, demodulatorul binar si detector intr-un canal echivalent in
timp discret reprezentat in figura 5.3 si denumit canal binar simetric (CBS).

I-p

Intrare X p Iesire Y

I-p
Fig. 5.3. Canal binar simetric.

Intrucat fiecare bit de iesire din canalul CBS nu depinde decét de bitul de
intrare corespunzdtor, spunem ca acest canal este fard memorie.
Transmiterea unui bit pe acest canal se spune ca este o utilizare a canalului.
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Canale discrete fara memorie

CBS este un caz particular al unui canal mai general avand intrari si
iesiri discrete. Sd presupunem ca simbolurile aplicate la intrarea codorului

canal sunt M-are, unde M =2", adica, X ={x, x;, -, X3;_;}, iar iesirea
detectorului constd din simboluri Q-are, Y ={yg, y;, ", yp_1}, unde

Q> M. Daca atat canalul cat si modulatia sunt fard memorie, caracteristica

intrare-iesire a canalului compus, ardtat in figura 5.4, este descrisd de un
sistem de MQ probabilitati conditionate

P(Y:yi|X:xj)EP(yi|xj) (5.4)
unde i =0,1,---,0—-1si j=0,1,---,M —1. Un astfel de canal se numeste
canal discret fara memorie (CDFM) si este reprezentat grafic in figura 5.4.

{X3 {Y}
Yo

Y1

Yo

Fig. 5.4. Canal discret cu M intrari si Q iesiri.

Daca intrarea intr-un CDFM este un sir de n simboluri uy, u,, ---,u,
selectate din alfabetul X, iar iesirea corespunzitoare este sirul vy, v,,--,v
de simboluri din alfabetul Y, probabilitatea conditionata este
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P =v,Y,=v,, . Y, =v, | X, =u, X, =u,,--, X, =u,)

n

n (5.5)
=[[PCr=v1X=u)
=1
Probabilitatile conditionate {P(y; | x;)} ce caracterizeazd un CDFM
pot fi aranjate intr-o matrice P = {p ; } unde, prin definitie, p; = P(y; | x;).

P se numeste matricea probabilitdtilor de tranzitie pentru canal.

Canal cu intrari discrete si iesiri continue

Sa presupunem cd la intrarea modulatorului se aplicd simboluri
selectate dintr-un alfabet de intrare discret si finit X = {x¢, x;, -=-, X3, 1},

iar iegirea detectorului este necuantizatd (Q = o). Asadar, intrarea in
decodorul canal poate lua orice valoare de pe axa numerelor reale:
Y ={—o0, 0}. Definim un canal firda memorie caracterizat prin intrarea
discreta X, iesirea continud Y si multimea functiilor densitate de
probabilitate conditionatd p(y| X =x;), i=0,1,---, M —1.

Cel mai important canal de acest tip este canalul caracterizat prin
zgomot aditiv alb Gaussian, pentru care

Y=X+G (5.6)

unde G este o variabila aleatoare Gaussiand de medie zero cu varianta o2
lar X =x;,i=0,1,---, M —1. Pentru o variabila aleatoare X data, urmeaza

cd Y este o variabila aleatoare Gaussiana cu medie x; si variantd o2, Adica,
1 (x)?/26?
Py X =x)=—=—e"""" (5.7)
" 2ne

Pentru orice sir de intrare dat, X;,/=1,2,---,n, existd un sir de iesire
corespunzator

Yl:Xl—i_Gl’ l=1,2,"',n (58)
Conditia ca acest canal sa fie fard memorie se poate exprima astfel:

p(ylayz,"'ayn |Xl :ul,Xz :uza"'aXn :un):

=ﬁp(y,|X,=ul) G2
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5.2. CAPACITATEA CANALULUI

Sa consideram un CDFM avand un alfabet de intrare
Xz{x():xl:'”,xM—l}’ un alfabet de iegire Yz{y():yl:“',yQ—l} $1

multimea probabilitatilor de tranzitie P(y; [x;) definite in  (5.3).

Presupunem ca s-a emis simbolul x; si ca se receptioneaza simbolul y;.

Informatia mutuala furnizatd cu privire la evenimentul X = x; de aparitia

evenimentului ¥ = y; este log,[P(y; [x;)/P(y;)], unde
M-1
P(y;)=P(X = y;)= > P(x)P(y; | x) (5.10)
=0
De aceea, informatia mutuald medie furnizatd de iesirea Y cu privire la
intrarea X este

M-10-1 P ; .
I(X;Y)= Zzp(xj)P(yﬂxj)lngM (5.11)
=0 i=0 P(y;)

Caracteristicile canalului determind probabilitdtile de tranzitie
P(y;|x;), dar probabilitatile simbolurilor de intrare sunt sub controlul
codorului. Valoarea Iui /(X;Y) maximizatd pe multimea tuturor

distributiilor de probabilitate ale variabilei aleatoare X este o marime ce nu
depinde decat de caracteristicile CDFM prin probabilititile conditionate
P(y;|x;). Aceasta marime se numeste capacitatea canalului si se noteaza

cucC:

C=maxI/(X;Y)
P(xj)
M=10-1 P(y,|x)) (5.12)
= P(x.)P(y,|x.)log, ———~
max ]Z Z (x,)P(y, | x;)log, P00
Maximizarea lui /(X;Y) se efectueaza supunand-o constrangerilor ca
P(x;)20

si
M-
D P(x;)=1
j=0

Capacitatea canalului se masoara in biti pe simbol de intrare in canal (biti pe

o utilizare a canalului). Daca in fiecare 7, secunde in canal intrd un simbol,

capacitatea canalului 1n biti/s este C/T}.
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EXEMPLUL 5.1: Pentru un CBS cu probabilititi de tranzitie
P(0]1)=P(1|0)= p, informatia mutuald este maximizata dacd probabi-

litatile de intrare P(0) = P(1) = % Deci, capacitatea unui CBS este

C=plog,2p+(1-p)log, 2(1-p) =1-H(p) (5.13)

unde H(p) este functia entropie binara [vezi (2.6) si figura 2.1]. Se observa
cd, daca probabilitatea de eroare p =0, capacitatea CBS este de 1 bit pe o

o . 1 . . g
utilizare a canalului. Pentru p :E’ capacitatea canalului este zero. Daca
1 . . . <
5 < p <1, putem inversa 0 cu 1 la iesirea canalului, ceea ce face ca C este

. VN 1
simetricd in raport cu punctul p = E

Sa considerdm acum canalul fard memorie in timp discret afectat de
zgomot aditiv alb Gaussian, descris de functiile densitate de probabilitate de
tranzitie definite de (5.6). Capacitatea acestui canal in biti pe utilizare a
canalului este informatia mutuald medie maxima dintre intrarea discretd

X ={xg, Xy, "+, Xp;_1} sliesirea ¥ = {—o0, o0} :
M1 ©
p(y1x;)
C=max > |p(y|x)P(x;)log, ———+dy (5.14)
P(x) z; _[o TR p(y)
unde
M-1
p(») =2 p(r|x)P(x;) (5.15)
=0

EXEMPLUL 5.2: Sa consideram un canal farda memorie afectat de zgomot
aditiv alb Gaussian, cu intrari binare X = 4 si X = —4. Informatia mutuala
medie /(X;Y) este maximizatd daca probabilititile de intrare sunt

1 : . .
P(X=A4A)=P(X=-4)= 5 De aceea, capacitatea acestui canal 1n biti pe o

utilizare a canalului este
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C=3 [ P01 tog, P Dy s
- P (5.16)
L[ p(r—tlog, 2214,
27 r(y)

Capacitatea canalelor Gaussiene de
banda limitata si de putere limitata

Sa consideram un proces stationar de medie zero X (¢) a carui banda
de frecvente este limitatd la B [Hz]. Esantiondm uniform acest proces cu
frecventa Nyquist de 2B esantioane pe secundd. Rezulta variabilele aleatoare
de tip continuu X;,k=1,2,---, K. Aceste K esantioane se transmit in 7
secunde pe un canal zgomotos, limitat si el la B [Hz]. Prin urmare, numarul
esantioanclor, K, este dat de

K =2BT (5.17)
Numim X, un esantion al semnalului de emisie. lesirea canalului este
perturbatd de zgomot aditiv alb Gaussian de medie zero si densitate
spectrala de putere N, /2. Zgomotul este limitat in banda la B [Hz].

Consideram esantioanele semnalului receptionat ca fiind variabile aleatoare
de tip continuu Y, , k=1,2,---, K :

Yksz+Zk’ k:1,2,"',K (518)
Esantionul zgomotului Z, este Gaussian cu medie zero §i variantd data de
62 =NyB (5.19)

Presupunem ca esantioanele Y;,k =1,2,---, K sunt independente statistic.

Utilizdim modelul de canal din figura 5.2, cu notatiile modificate
corespunzator. Deoarece emitdtorul are o putere limitatd, sd notdm cu P
puterea medie transmisa:

E[X?1=P, k=1,2,---,K (5.20)

Capacitatea canalului este prin definitie maximul informatiei

mutuale dintre intrarea X si iesirea canalului Y) , maximul fiind considerat

peste toate distributiile de probabilitate ale intrdrii X, ce satisfac
constrangerea (5.20):

C= max [[(X;;Y;): E[X}]=P] (5.21)

pXk ()C)
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Maximizarea se efectuaza cu privire la p x, (%), functia densitate de

probabilitate a lui X .

In Capitolul 2, am viazut ci putem exprima informatia mutuald
astfel (vezi (2.59)):

I(Xy5 Y ) = h(Y) —h(Y | Xy) (5.22)

Intrucat X, si Z, sunt variabile aleatoare independente, iar suma lor este
egald cu Y, entropia diferentiald a lui Y} conditionatd de X este egald cu

entropia diferentiald a lui Z :
h(Yy | Xy ) =h(Zy) (5.23)
De aceea, putem rescrie (5.22) astfel:
I(X e Ye) =h(Y) - h(Zy) (5.24)

Avand in vedere ca h(Z; ) este independentd de distributia lui X,
maximizarea lui /(X;;Y;) conform cu (5.21) pretinde maximizarea lui
h(Y; ), entropia diferentiald a esantionului Y, al semnalului receptionat.
Dar, pentru ca h(Y),) sd fie maxima, Y, trebuie sa fie o variabila aleatoare

Gaussiana. Aceasta Inseamnd cd esantioanele semnalului receptionat
reprezintd un proces de acelasi gen cu zgomotul. Cum insd Z; este o

variabild aleatoare Gaussiand prin ipoteza, esantionul X, al semnalului de

emisie trebuie sa fie si el Gaussian. Putem deci spune cd maximizarea din
(5.21) are loc alegand esantioanele semnalului de emisie dintr-un proces de
genul zgomotului si de putere medie P. In mod corespunzitor, putem
reformula (5.21) astfel:

C=1(Xy;Y,): X, Gaussiand, E[X}]=P (5.25)

Pentru evaluarea capacitatii informationale C, proceddam in trei
etape:
1. Varianta esantionului Y; al semnalului receptionat este egala cu

P+c? In Capitolul 2, am calculat entropia diferentiald a unei
variabile aleatoare distribuite Gaussian (vezi (2.44)). Putem deci
scrie

hY,) = %log ,[2me(P +6%)] (5.26)
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2. Varianta esantionului de zgomot Z, este egald cu o2. Avem deci
WZ,)= %logz (2mec?) (5.27)

3. Substituind (5.26) si (5.27) in (5.24), obtinem in definitiv:
C= %log 2(1 + G%j biti pe o utilizare a canalului (5.28)

Pentru a transmite K esantioane ale procesului X (¢) in T secunde, trebuie sa

utilizdm canalul de K ori. De aceea, capacitatea informationald in unitatea
de timp (utilizand, cu un mic abuz de notatie, aceeasi litera C) este:

C= £10g2 1+ . biti pe secunda (5.29)
2T NyB
Dar numarul K este egal cu 2B7T, astfel incat (5.29) se poate scrie:
P
C = Blog,| 1+ —— |biti pe secunda 5.30
gz( Ng B] tp (5.30)

Functia (5.30) exprima sintetic cea de a treia teorema a lui Shannon,
teorema capacitatii informationale, care se enuntd astfel: Capacitatea
informationald a unui canal de tip continuu cu largime de bandd B [Hz],
perturbat de zgomot aditiv alb Gaussian de densitate spectrald de putere
Ny /2 si limitat in banda la B este datd de formula (5.30), unde P este
puterea medie transmisa.

Nu este posibil sd transmitem la o vitezd mai mare de C biti pe
secunda prin nici un sistem de codare. Teorema capacitatii informationale
defineste deci o limita fundamentala a vitezei de transmisiune farda erori
pentru un canal Gaussian de putere limitata si de banda limitata.

5.3. SISTEM DE TRANSMISIUNE IDEAL

Pentru a putea evalua performanta unui sistem de comunicatie
practic, avem nevoie de un termen de referintd ideal cu care sa facem
comparatie. In acest scop, introducem notiunea de sistem ideal definit drept
sistem care transmite date cu o vitezd de bit R, egald cu capacitatea
informationala C. Dacd E, este energia transmisd pe bit, putem exprima

puterea medie transmisa astfel:
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P=EC (5.31)
In mod corespunzitor, sistemul ideal se defineste prin ecuatia
C E, C
—=log,| 1+ —— 5.32
B g2 ( N, B j (5.32)

In mod echivalent, pentru sistemul ideal putem defini raportul dintre
energia semnalului pe bit si densitatea spectrald de putere a zgomotului
E, / Ny in functie de raportul C/B astfel:

Ey 2CIB 4

= 5.33
N, C/B (5:33)

Un grafic reprezentand eficienta largimii de banda R, /B in functie de
E, | N, se numeste diagrama de eficienti a largimii de bandd. In figura 5.5

se arata o forma generala a acestei diagrame, in care curba etichetata ,,limita
de capacitate corespunde sistemului ideal pentru care R, = C.

30p
20 = Regiune pentru care
R,>C
10 =
E Limita de capacitate
= pentru care R, =C
‘E;_m Regiune pentru care
] R,<C
=
(1]
L
» 4
=
E
E’ -1.6
s 0 .
& r 18 24 30 36
& C E,
w | -,V-’. dB
Limita o
I Shannon
0.1

Fig. 5.5. Diagrama de eficienta a largimii de banda.
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Pe baza figurii 5.5, putem face urmatoarele observatii:

1. Pentru largime de banda infinita, raportul E, / N, tinde spre limita

Eo | lim| Be |2 = 0,693 (5.34)
Ny L B Ny

Aceastd valoare se numeste /imita Shannon pentru un canal afectat de
zgomot aditiv alb Gaussian, presupunand un cod de ratd zero. Exprimata in
decibeli, ea este egald cu —1,6 dB. Valoarea limitd corespunzatoare a
capacitatii canalului se obtine facand ca largimea de banda B sa tinda la
infinit n (5.29):

Cy,=1limC= ilogz e (5.35)

B— NO

unde e este baza logaritmilor naturali.

2. Limita de capacitate, definitd de curba pentru viteza de bit critica
R, = C, separd combinatii ale parametrilor de sistem ce permit in principiu
o transmisiune fara erori (R, < C) de acelea pentru care o transmisiune fard

erori nu este posibild (R, > C).

3. Diagrama pune in lumind compromisurile potentiale intre E,/N,,
R, /B si probabilitatea erorilor de simbol P,. Astfel, putem concepe

deplasarea punctului de operare de-a lungul unei drepte orizontale ca pe un
compromis intre P, si E, /N, pentru R, /B fixat, iar deplasarea punctului

de operare de-a lungul unei drepte verticale ca pe un compromis intre P, si
Ry, /B pentru E, /N, fixat.

In capitolul urmator, incepem studiul codurilor detectoare si
corectoare de erori.



